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MATHEMATIK

UBER HARMONISCHE UND METAHARMONISCHE
FUNKTIONEN IM RAUM

Von ELIAS VECOUA

1. Betrachten wir im dreidimensionalen Raume ein Gebiet T von fol-
genden Eigenschaften: Es existiert in diesem Gebiet mindestens ein Punkt,
der mit jedem Punkt des Gebietes durch eine ginzlich dem Gebiete angehd-
rende geradlinige Strecke verbunden werden kann. Ein solches Gebict nennen
wir einen Stern und einen Punkt von obigen Eigenschaften den Mittelpunkt
des Sterns. Im allgemeinen kagn ein Stern offenbar unendlich viele Mittel-
punkte haben, wie es z. B. bei einem konvexen Gebiet der Fall ist. Der Null-
punkt des Koordinatensystems moge im Mittelpunkt des Sternes liegen, und
die sphirischen Koordinaten eines Raumpunktes seien r, ¢, &.

Wir bewcisen den folgenden Satz:

Satz 1. Es sei w(r, ¢, &) eine harmonische Funktion, die im Gebiete T
reguldr ist, hochstens bis auf den Anfangspunkt des Koordinatensystems, wo cine

¢ 1 . .
Singularitat vom Typus --- torliegen daf. Ferner sei
r

iGr.3.9)= (e, 9. 00+ [ HO 0. D)o 9,0)dp )
it o___
H(r,p. )=~ :V:P_'; KV rir—p)). (2)

Dann ist die Funktion u(r, ¢, %) metaharmonisch, d. h. sic geniigt der

Gleichung ” @
u
Au+k’u=—“ —+—+Pu=o 3)

Ferner ist diese Funktion im ganzen Gebwt T regular, hdchstens bis auf

den Anfangspunkt des  Koordinatensystems, wo eine Singularitat vom Typus %

vorliegen darf. Dabei ist jede im Gebiete T auf diese Art requlire Funktion in
der Gestalt (1), upd qwar auf eine eingige Art, darstellbar.
\

" Einen analogen Satz bewies ich in der Arbeit [1] fOr cin belicbiges einfach rusam--
menhinzendes ebenes Gebiet.
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Wir zeigen runichst, dass
O OHY_ 9 (L OHN oy
G r»r) dp("’ w)“""” W
t. In der Tat, fohrt man die neoen Verinderlichen
L=y rp=y

in. so nimmt Gleichung (4) die Gestalt
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nit x=2¥ p(E—1).
Eine Differentiation ergibt
H_ 4 () _“ﬁ 1)
x4 G- sG-n
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Setst man dlcse Ausdricke in (5) ein, so folgt
[r( y+ - s +(1- ~)1.(u)]

sV E—1
wis su beweisen war.

Schreiben wir jetxt folgende Formeln auf, die leicht aus (2) erhalten

werden konnen: o [l B

r

Her === (5 ,.,= R
(6)
Alr?
( i

Differentilert man belde baten von (l) nach r und wendet (6) an, so
ergibt sich unschwer ,
os dw Al oH
iy — u+I—;-; o(p, ¢, &) dp.
Q
Miltipliziert man dies mit r* und differentiert sodann nach r, so be
mm.mnﬂilﬁdetml’omd(s),
At 2 deo

—("—)'—(" —E et e

+J-;—(r’ %’-) (7, 8, ) dp.
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Mit Racksicht auf (4), kann maa die letzte Gleichung in die Form

Al At do
0 — — —
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0 ou a do i
A =)L
or \/ dr) or(' o )T g et

—up fﬂ (rs 0. ) (e, 5. 9) dp +I§p—( p=f,—f JoGard @)

setzen. Partielle Integration ergibt, wegen (6),
r
d oH ) AP do AW Alrt
2o o Pdp = ———"C 0 ——
Jdppdp (b9 9)dp : 3 °
: J dw
+Iﬂ(r. ,z)—( ’———)d.
. 14 % (4 o P
Setzt man dies in () ein, so folgt nach (1)

—:r—(r’ %"'-)= — %(r’ % )+f H(r,ps %) j:—p-(p' -:%) dp.  (8)

Da der Laplacesche Operator in sphirischen Koordinaten die Gestalt

1 4 os r o,

besitzt, wobei

1 ou 1 d(, Ju
Ay=-- —— e——|sin ¥ — |,
sin?¢ dg' ' sind o %
so folgt aus (8) unschwer

r

-

aw+Ru = dut— | H (0 P dp 0

a

Diese Formel ist, wie mau ohne Schwicrigkeiten nachweisen kann, fur
jede Funktion o giltig, die im Gebicte T regulir ist, hochstens bis auf den

Anfangspunkt des Koordinatensystems, wo eine Singularitit von Typus ~:
votliegen darf.

Aus Formel (9) ergibt sich sofort unser Satz. In der Tat, fur eine har-
monpische Funktion o ist die rechte Scite von (9) identisch Null und daher «

metaharmonische. Ist umgekehrt » cine metaharmonische Funktion, so lisst
sich aus der Integralgleichung (1) vom Volterraschen Typus die Funktion o
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stets cindeutig bestimmen, dic nach (9) im Gebiete T harmonisch ist. Man
stellt unschwer fest, dass dic Funktion w einc Singularitit von der Gestalt

L besitzt, sofern einc solche bei v vorhanden ist, und umgckehrt.
r

2. Es sei T eine Kugel mit dem Nullpunkt des Koordinatensystems als
Mittelpunkt. Bekanotlich lisst sich jede im Inneren der Kugel regulire har-
monische Funktion in die Reihe

or, 9, &)-Z Ya(o, &) (r0)

cntwickeln, wobei Ya(3, #) die Laplacesche Funktion ist.
Setrt man (10) in (1) ein, so bekommt man, nach einer einfachen Re-
chaung,

el

r, . 8) ) e ) Vol 9), ()

m-of

wobei

Vu(,9) - ( ’)' r( m+ ) v 9)

auch Laplacesche Funktionen bilden.

Auf diese Weise ergibt sich der folgende

Satz 2. Fine belicbige metaharmonische Funktion, dic innerhalb einer Ku-
¢d wit dem Nullpunkt des Koordinatensystems als Mittelpuukt reguldr ist, kann
in eine Reihe der Gesalt (11) emtunckelt werden .

Setxt man in (1) fir @ den Ausdruck —l—-ein. so bekommt man nach
r

einer cinfachen Rechnung die s. g. elementare Losung

cos Ar
r

der Gleichung (3)-
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(Elngegangen am 3. Pebruar 1941.)

0 Sowiel kh weiss, erfordert cin strenger Bewels dieses Satzes mit anderen Hil(smit—
win siemiich lange Betrachtuagen.



