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MATHEMATIK

ALLGEMEINE DARSTELLUNG DER LOSUNGEN ELLIPTISCHER
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IN EINEM MEHRFACH
ZUSAMMENHANGENDEN GEBIET

Von ELIAS VECOUA

-In det vorliegenden Arbeit gebe ich, mit Hilfe analytischer Funktionen
einer komplexen Verinderlichen, die allgemeine Darstellung aller Loésungen
der Gleichung )

L(n)y=uzztuyy+aus+buy+su=o0 (Eo)

in einem mehrfach zusammenhingenden Gebiet. Hierbei bedeuten 4, & und ¢
ganze Funktionen der Verinderlichen x und . In denfolgenden Artikeln werde
ich Gleichungen eines allgemeineren Typus betrachten.

In meinen vorhergehenden Arbeiten [1, 2, 3] wurde gezeigt, dass jede
reelle regulire Losung der Gl. (E,), sofemn es sich um ein endliches, einfach
zusammenhingendes Gebiet handelt, in der Gestalt

u(x,y)=R{a(z,z)w<<)+jﬂ(z,z;c)qo(odc}, C W

dargestellt werden kann. Hierbei sind y=x+iy, T=x—1iy. @(z)—im betrach-
teten Gebiet analytisch, a(z, 7) und B (5, 7 ) bezeichnen ganze Funktionen
ibrer Argumente, die ausschliesslich von den Koeffizienten der Gl (E,)
abhingen, 7, ist ein fester Punkt des Gebietes, R bedeutet den Realteil.

Einer beliehigen Funktion ¢ (z), die in einem endlichen, einfach zusam-
menhingenden Gebiet analytisch ist, entspricht mittels der Formel (1) eine
regulire Losung der GL (E,). Bedeutet C eine belichige reelle Konstante, so
entspricht hierbei den Funktionen ¢ () und ¢ (¢)+iC eine und dieselbe Losung.

Wir konnen daher den Imaginirteil von ¢(7) in irgend ecinem Punkte
des Gebietes nach Belieben festsetzen. Im folgenden soll angenommen wer-
den, dass

J{9 (o)l =0 (2

ist, wobei J den Imaginirteil bezeichnet. Mittels der Formel (1) wird dann
eine eineindeutige Beziehung zwischen den in einem endlichen, einfach zisam-
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menhingenden Gebiet reguliren Lésungen der Gl. (E,) und in diesem Gebiet
analytischen, durch (2) normierten Funktionen, hergestellt. Hierbei wird, in
der Umgebung von gz, die Funktion ¢(z) mit Hilfe von # bestimmt. Diese
Beziehung wird durch

— 1
(D=4 2)+ |4 20) 4 (& Z0) dC-7 (%0 %0) (3
gegeben, wobei

BRI €6 x G A VLAY £ G ¢
A(z,2) a( ’2;') 2b(2,2i)

2

und (7, 7) aus u(x, y) entsteht, indem man x und y durch ‘_*2_ und —— =
2i

ersetzt.

Bei einem mehrfach zusammenhingenden Gebiet ergibt Formel (1) im
allgemeinen mehrdeutige Losungen der Gl. (E,). Um eindeutige Losungen zu
erhalten muss man die im mehrfach zusammenhingenden Gebiet holomorphen
Funktionen durch geeignet gewihlte analytische Funktionen ersetzen, die einem
bestimmten Mehrdeutigkeitstypus angehéren.

Es sei T ein mebrfach zusammenhingendes Gebiet mit dem Rande S.
Der Einfacheit wegen wollen wir annehmen, dass S aus einer endlichen An-
zahl einfacher, isolierter, geschlossener Kurven besteht: S;, S, ..., Su, wobei So
alle ibrigen Kurven im Inneren enthilt.

Zo bedeute mach wie vor einen beliebigen, aber festen Punkt im Gebiet T.
Dann kana eine beliebige Losung der GL (E,), die im Gebiet T regulir ist,
in einer Umgebung des Punktes zo offenbar in der Gestalt (1) dargestellt
werden, wobei ¢ (z) durch (3) bestimmt ist.

Wir wollen jetzt den folgenden Satz beweisen: Ist u(3,7) ecinc in 1
regulare Losung der Gl. (E,), so kann dic durch (3) in einer Umgebung von 2o
definierte Funktion ¢ (7) langs eines belichigen Weges im Gebiete T analytisch
fortgesctzt werden. Dabei fithrt diese Fortsetzung im  allgemeinen zu ciner in T
mehrdeuwsigen Funktion der Gestalt

¢(()=ng @ lgz—a)+/ @) (4)

wobei die gy () gange Funktionen sind, f(3) einc in T holomorphe Funktion
bedewtet und ay ein beliebig festgelegter Punkt im Inneren der Kurve Sy ist.

Setzt man nimlich in (1) q:(\) lg (;—30)» so bekommt man eine s. g.
Elementarlosung der Gl (E,)

I
(2 20)=A(2.3 3o zo)lg-,—+58(z, tECEON
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Hierbéi sind % und B ganze Funktionen ihrer Argumente, r=|7—z0|. Ferner
ist A eine der Bedingung

A
genigende Losung der Gl. (E,).
Mit Hilfe dieser Elementarlésung und einer entsprechenden Greenschen

Integralidentitit beweist man leicht, dass jede regulire Losung der GL (E),
die in T4-S samt ihren ersten Ableitungen stetig ist, in der Gestalt

=%

\
. ds
u(~!2)=f 535 S, 1 [ —1)(7—1 d5+ v s)————m,
¢ 1 % ) g lz—) 3—0) (7 )({_t)({_,)
darstellbar ist, -wobei 7(z, 7; s) und v(z, 3 :) ganze Funktionen der Verin-
derlichen 7 und 7 sind. Durch partielle Integration folgt hieraus

C _ 1
u(z,z)=;/h(z, D lgliz—1) (i-tk)]+J"r(z, T ) s 4
= ' 4 (z—1) -9
wobei die # feste Punkte auf den Randkurven S, sind, 4i(5,2) und y(z, % 5)
gaze Funktionen von 7 und 7 bedeuten. Setzt man hier 7=%, so folgt

. u (5 zo)=Za () lg G—1)'+4(),

wobei die P¢(3) ganze Funktionen sind und ¢(g) in T analytisch ist.

Wird dieser Ausdruck in (3) eingesetzt, so bekommt man ohne Schwie-
tigkeit (4), womit unser Satz bewiesen ist.

Auf diese Weise ist festgestellt, dass die in (1) auftretenden Funktionen
¢(0 die Gestalt (4) besitzen miissen, wenn eindeutige Losungen der Gl.
(E,) erhalten werden sollen. Offenbar gibt aber eine beliebige Fuuktion (4)
noch keide eindeutige Loésung der Gl (E,).

Sctzt man in der Tat Funktionen der Gestalt (4) in (1) ein, indem der

1 .
Bequemlichkeit wegen gx(7) durch gyl 1 (z) ersetzt wird, so folgt

“GO=Rls DS+ [reuoson+

)R { AEIROBG @t [0 DnOG W

:

4 Hler kann jeder Zweig des Logarithmus genommen werden, falls nur die Logarithmen
konjugierter Zahlen zueinander konjugiert sind.
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e

wobel C, ein bestimmter Integrationsweg ist, der die Punkte g, 1 verbindet
und ganz innerhalb T liegt.
Partielle Integration -ergibt

4G DR {aG z)f(o+fﬂ ©% /O X)

i

+Z; = z)gk(\)+ja<z,z, OBQafec—a}+76 . ©

wobei 7 (g, %) eine ganze Funktion von 7 und 7 bedeutet.
Beschreibt nun z in T eine geschlossene Kurve, die nur Sy enthilt, so
bekommt offenbar u(z, 7) einen Zuwachs

(@ =k{ J’ﬁ @ HOSO dc}+R{_m @a (z)+j(3 A TAGES!

der im allgemeinen nicht gleich Nall ist.
Fiir die Eindeutigkeit der durch (5) bestimmten Funktion ist somit not-
wendig und hinreichend, dass alle 4 (z,7)=o0 sind, d. h. dass

w@d=—R{ [ s 0@ a=r] s D8+ j PesDa O

Da aber, wie man unschwer erkennen kann, die beiden Seiten dieser Glei-
chungen ganze Funktionen von z und % sind, die der Gl. (E,;) geniigen, SO
folgt, auf Grund von (1) und (3) leicht

o @)=z, @) +IT4 & @) wa (G @) dc—% i (ax, 3s). 6)

Wir haben somit den folgemfen. Satz:
Jede regulire (eindeutige) Losung der Gl. (Eo) im mehrfach zusammenhin-
genden Gebiet ist in der Gestalt#(1) darstellbar, sofern

?(@D=fR)+ #Zr e R Igz—am), )
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“wobei f(3) eine im Gebiet T holomorphe Funktion ist, die gx(3) gange Funktio-
nen sind, die mit f(3) durch (6) wverkniipft werden, und ay einen beliebigen
Punkt innerhalb Sy bedeutet.

Man kann noch auf eine andere Weise mit Hilfe der Formel (1) ein-
deutige Losungen der Gl (E;) im mehrfach zusammenhingeden Gebiet .kon-
struieyen. 0

Es sei f(z) irgend eine in T holomorphe Funktion, Die Funktion

\

»u(x,y>=R{ alo DF @+ ! B0t C)f(C)dc}

ist im allgemeinen eine innerhalb T mehrdeutige Losung der Cl. (E;). Be-
schreibt 7 einmal die Randkurve Sy im positiven Sinne, so ist der Zuwachs
dieser Funktion

rd

wts =R [8 7 0s0]

eine ganze Funktion von 7z und 7
Bs sei

1
) Xy ¥)=— I ]
w3 )= arg (—a)
wobei 4y nach wie vor ein beliebig festgelegter Punkt innerhalb S; ist. Be-
schreibt 7 die Kurve S; einmal, so erleidet die Funktiom-wi(x, y) & (x,y) auch

den Zuwachs wi (x, y)-
Bestimmen wir jetzt die eindeutige Funktion v (x, ¥) so, dass die Funktion

v (s, y)—g w (x, ) e (= )
cine Losung der Gl (E,) ist. Wie man unschwer sieht, muss der Gleichung
2 b
L=y (252w S+ (2 5+ b )" |

= F(y, y) -

geniigen. MAn sicht leicht, dass die Funktion F(x,y) im Gebiete T regulir
ist. Eine Partikularlosung dieser Gleichung ist

v =~ [[FE DR @ 5 den
T
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Die Funktion

w(x, 7)=R{¢ @R+ |G DE) dC}—i;mg (% 9) % (x,9) + v(x ¥)

r \

ist dann eine im Gebiete T eindeutige Losung der Gl. (Eo), wobei f(g) eine
beliebige, in T holomorphe Funktion sein kann. .-
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mdograbol Bomgda®aggbn nbldadndo
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